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Ueber die minimale Dimension der assoziierten Primideale der
Komplettion eines lokalen Integritâtsbereiches
Markus Brodmann
Ëinleitung
Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, ùber die Grosse S* (R) min {dim(i£*/p*) | p*
eAss(i?*)} einige Aussagen zu machen, wo R ein lokaler Integritâtsbereich mit dem
Maximalideal m und R* seine rrt-adische Komplettion ist. Dabei bedeute lokal oder
halblokal immer auch, dass der Ring noethersch ist. Setzen wir A*(R) dim(R)
ô* (R), so ist A* (R) 0 mit der Ungemischtheit von R identisch. (Zum Begriff der
Ungemischtheit s. [2, pg. 82, 125], [3])
Wir werden zeigen, dass A* beim Uebergang von R zu einer /?-Lokalitât Rf nicht
zunimmt, und damit ein Résultat von Nagata verallgemeinern, wonach die Unge¬
mischtheit bei einem solchen Uebergang erhalten bleibt.
Weiter wird auf die offene Frage, ob die Ungemischtheit bei Restklassenbildung
erhalten bleibt, eine Teilantwort gegeben. Es wird nâmlich gezeigt, dass es unter allen
Primidealen p vom Rang 1 hôchstens endlich viele gibt, fur welche A*(R/p)> A*(R).
Ueberdies wird der Begriff der Quasi-iÊ-Folge eingefùhrt, eine Verallgemeinerung
der i*-Folgen (s. [1, Pg. 95]) und S*(R)9 analog zu depth (R), als Maximum der
Lângen aller Quasi-i£-Folgen mit Elementen aus m charakterisiert.
Da die Quasi-i£-Folgen Parametersysteme sind, zeigt sich hier die Môglichkeit,
ô*(R) ohne direkte Verwendung analytischer Eigenschaften zu bestimmen.
Von grundlegender Bedeutung fur die Beweise der genannten Resultate sind die in
Abschnitt 2 eingefùhrten Z)-Operatoren. Ist nâmlich Q(R*) die Menge aller Prim¬
ideale von R*9 die zu einem durch einen Nichtnullteiler erzeugten Idéal von R* ge-
hôren, so folgt aus der in (4.7) bewiesenen Endlichkeit von D(R*) sofort, dass in
(Z(R*) aile bis auf eventuell endlich viele Primideale eine Dimension ^ô*(R) 1
haben. (Insbesondere heisst das auch, dass es in der Komplettion eines lokalen, unge-
mischten Integritâtsbereiches und deshalb insbesondere auch in R selbst nur endlich
viele Primideale gibt, die als Eingebettete Primdivisoren eines durch ein rejR-(O)
erzeugten Ideals auftreten.)
Aus der genannten Endlichkeit folgt nun mit der i?-Flachheit von R* leicht, dass
es hôchstens endlich viele zu Hauptidealen von R gehôrige Primideale p gibt, fur
welche S* (R/p) < <5* (R) -1. Daraus ergibt sich insbesondere, dass fiir hôchstens end-
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lich viele p vom Rang 1 A*(Rlp)> A*(R). Die Endlichkeit von D(R*) bewirkt aber
auch insbesondere, dass wir im Quotientenkôrper von jR eine endliche, ganze Erwei-
terung derart finden, dass in ihr aile zu Hauptidealen gehôrigen Primideale eine
Dimension ^ ô* (R) 1 haben. Mit Hilfe solcher endlicher Erweiterungen werden nun
die Quasi-i?-Folgen konstruiert. Insbesondere zeigen wir, dass es in jedem Idéal a der
Dimension Jeine QuaskR-Folge der Lange ô*(R)-d gibt. (5.4).
Mit diesem Ergebnis erhalten wir nun A*(R)^A*(RP). Der Fall einer beliebigen
iÊ-Lokalitât wird schliesslich in Abschnitt 6 behandelt, ebenfalls unter Zuhilfenahme
der Endlichkeit von D(R*).
1. DieGrôssen^(M)und AR(M)
Mit R, R'9... etc. seien immer kommutative Ringe mit Einselement 1R, 1*,..., etc.
bezeichnet. Aile Moduln seien unitâr. Ist M ein i?-Modul, so stehe NT* (M) fur die
Menge aller Nullteiler von jR beziiglich M, NNT*(M) fur die Menge der Nichtnull-
teiler. Anstelle von NT* (R) resp. NNT* (R) schreiben wir kurz NT (R) resp. NNT (R).
QR(M) stehe fur den totalen Quotientenmodul MNNTr(M) von M, Q(R) fur QR(R).
Ist Rç^R', so bezeichnen wir mit derR>(R) den ganzen Abschluss von R in R'. Fur
dere(R)(i?) schreiben wir kurz der(R). Mit Rad(i£) sei das Jacobsonradikal von R
gemeint. Ist R halblokal, so steht R* fur die Rad (/?)-adische Komplettion von R. Im
Uebrigen werden die Notationen von [1] verwendet.
(1.1) DEFINITION. Sei R noethersch und M ein endlicher i?-Modul. Dann set-
zen wir (5R(M) min{dim(i?/p) | peAssR(M)}, AR(M) dimR(M)-ôR(M). Fur
ôR (JR) schreiben wir ô (R), fur AR (R) A (R). Ist R halblokal, so kùrzen wir weiter ab:
(1.2) LEMMA. Ist R noethersch und sind M und N endliche R-Moduln, so gilt:
a) 0^ôR(M)^dimR(M).
b) ôR(M)>0okein peAssR(M) ist ein Maximalideal.
c) Ist R halblokal, so ist ôR(M)>0 sogar mit Rad(i?)nNNT*(Af )#0 gleichbe-
deutend.
d) ae Rad (R) n NNT* (M) =* ÔR (M/aM)< ÔR (M).
e) ~NNTR(M)^NNTR(N)=>ÔR(M)^ÔR(N).
f Ista^R ein Idéal mit dim(R/a) < ôR (M), so gilt a n NNT* (M)^0.
Beweis. a) und b) sind trivial, c), e) und f) folgen sofort aus NT*(M)=
lJAss*(Af). à) f°lgt daraus, dass jeder echte minimale Primdivisor p von
aR+q(qeAss*(M)) zu As$R(M/aM) gehôrt ([1, pg. 99]).
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c) ht R' torsionfrei ùber R, so gilt in b) Gleichheit.
d) ht R ein halblokaler Integritàtsbereich und Rf torsionsfrei ùber R, so folgt
Beweis. a) Wegen R^Rf gilt NTR(R') RnKT(R'), also UAssr(jR')
U {p'n^ | p'eAss(jR')}, und daraus folgt mit dem Going-up-Theorem fur ganze
Erweiterungen sofort die Behauptung.
b) folgt mit (1.2) e) aus NNTR0R')<=NNT(7?), c) weil im Falle der Torsionfrei-
heit in dieser Inklusion das Gleichheitszeichen steht.
d) folgt aus der Tatsache, dass Rf* eine endliche, ganze, torsionsfreie Erweiterung
von R* ist (s. [2, (17.11), (17.8), (18.3)]).
(1.4) LEMMA. Ist R halblokal, so gilt:
a) ô* (^)=min {ô*(Rm)}, A* (^)^max {J*(/*m)}, wo m die Maximalideale von R
durchlâuft.
b) ô*(R) min{ô*(R/p)}, wo p Ass(R) durchlâuft.
Beweis. a) ergibt sich sofort aus jR* fJ i?* (s. [2, pg. 56]).
b) folgt aus (Rlp)* R*/pR* (s. [2, (17.9)]) und weil, wegen der i*-Flachheit von
R*9 gilt Ass(H*)= (j AssR,(i**/p#*).
2. D-Operatoren
(2.1) DEFINITION. Ist M ein i*-Modul, 5çNNTR(M) multiplikativ abge-
schlossen und 3 eine multiplikativ abgeschlossene Menge von Idealen aus R, so setzen
wir:
Dls(M)={J (M:a)Ms.
Fur D%fNNTRiM)(M) schreiben wir 2>i(M), fur DltS(R) Z)f (R), und D%(R) bezeich-
nen wir mit
(2.2) LEMMA. a) Dl>s(M) ist ein R-Untermodul von Ms.
b) Ist R' eine R-Algebra, so ist D^tS{Rf) eine R-Unteralgebra von R's.
c) ^3',ScS'=*Dls(M)çDiAM).
d) Ist DlfS(M)/M ein endlicher R-Modul, so gibt es ein ae% mit a£
x(M)IM). '
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e) Sind aile ae3 endlich erzeugt, so gilt D\t s(D%t s(M)) D%} s(M).
Beweis. a)-c) sind aus der Définition sofort klar.
d) Sei D I%9S(M)=M+d1R+-+dsR9 ate% dtateM (*=l,...,j), und sei
a=n ar Dann gilt ae3 und olD^M.
e) Sei deDltS(D), ae% da^D, a ^=i ^R. Dann gibt es Idéale ai,...,are/
derart, dass dafit^M, und es folgt daa^... ûr^M. Weil 3 multiplikativ abgeschlossen
ist, folgt daraus die Behauptung.
Ist 3= {agi? Idéal | dim(i?/a)<n}, so schreiben wir D{R]S{M) fur D)[jS(#). Da-
bei sei dimi?((0))= -1 gesetzt.
(2.3) LEMMA. SeiR noethersch, Mein endlicher R-Modul, S^NNT^(M) multi¬
plikativ abgeschlossen, n^O und D D(£S(M). Dann gilt:
a) M'= Dofur aile as S gilt ôR (M/aM) ^ n.
b) D endlicher R-Modul=>fùr aile aeSgilt ôR(D/aD)^n.
c) Ist D' ein endlicher R-Modul mit M^D'çMs, und gilt fur aile aeS ôR(D'\aD')
^n, so folgt D^D\
Beweis. a) =*>" Sei aeS, peA$sR(M/aM) und meMaM mit pm^aM. Dann
folgt (m/a)e(M:p)Ms. Wâre dim(i?/p)<«, so wiirde daraus folgen (mja)eD M.
<=" Sei aeS, meM, {mja)eD. Dann gibt es ein Idéal a mit dim(i?/a)<n und
a(m/a)^M, also am^aM. Wâre (mla)£M, also m$aM, so wâre auch ct£NTK
x {M\aM\ und nach (1.2) f) wûrde folgen n>dim(Rla)>ôR(MlaM).
b) Nach (2.2) e) ist D{£S(D) D, und die Behauptung folgt aus a).
c) Nach a) ist D(£S(D')=D' und somit D^D(£S(D') D'.
(2.4) DEFINITION. Sei R noethersch und M ein endlicher jR-Modul. Sei
ScNNT^(M).Dannsetzenwir^j)s(M)={peSpec(i?) | BseSmit peAs$R(M/sM)
und dim(i?/p)<«}. Ist 5=NNTR(if so schreiben wir 5pS°(Àf fur ^^}S(M). Fur
^P^s(^) schreiben wir ^^^(i?). Im Fall S=NNT(iÊ) schreiben wir dafûr kurz
(2.5) LEMMA. Ist R noethersch, M ein endlicher R-Modul und S^
multiplikativ abgeschlossen, so gilt:
Dr!s(M) ist ein endlicher R-Modul=> ^S(M) ist endlich.
Beweis. Sei ^{pe^(£s(M) \ dim(i?/p)=/}. Dann folgt ^n>5(M)=U"=Î %>
und es genûgt, die Endlichkeit der S$t nachzuweisen.
Nach (2.2) c) ist D^iM^D^M), also ein endlicher jR-Modul. Sei
a=annR(D^V)(^')/^)- Nach (2.2) d) ist dim(i£/ct)</. Ist nun pe %, so gibt es ein
se S derart, dass p e AssK (M/sM), und mit einem geeigneten me M gilt p (sM:m)R,
also p (M:(m/5))R. Daraus folgt (w/j)-Rs(Af:p)Mss2>2fV)(Af)> un<* somit
p~aimR((mls)R/M)^a. Wegen dim(iî/p)=z folgt daraus, dass p ein minimaler
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Primdivisor von a ist. Weil R noethersch ist, besitzt a aber nur endlich viele Prim-
divisoren, und *J3f ist endlich.
Wir wollen nun speziell den Fall 5=NNTJR(M) ins Auge fassen, d.h. uns dem
Opérât or D^ zuwenden.
(2.6) LEMM A. Ist R noethersch, M ein endlicher R-Modul undSR(M)>0, sofolgt
aus der Tatsache, dass DR\M) ein endlicher R-Modul ist, dass n<ÔR(M).
Beweis. Wegen M^D D(Rn)(M)çQR(M) ist ÔR(M) ÔR(D)9 und wir kônnen
o.B.d.A. annehmen M=D, also, nach (2.2) a), dass ôR(M/aM)^n fur aile aeNNTR
x (M). Sei nun peAssR(M) und dim(Rlp) ôR(M) und m ein p umfassendes Maxi-
malideal von R. Nach (1.2) b) finden wir dann ein aem n NNT^(Af und, wegen
ist, nach [1, pg. 99], jeder minimale Primdivisor q von aR + p in
Somit wird ôR(M) dim(Rlp)>dim(Rlq)^ôR(MlaM).
Ueber das Verhalten von Din) bei Ringwechsel wollen wir die folgenden Ergebnisse
festhalten.
(2.7) LEMMA. a) D^nnR(
b) Sei R' eine ganze Erweiterung von R, M' ein R'-Modul und n so gewâhlt, dass
fur jedes Idéal a^R mit dim(jR/a)<« gilt NNTR(M')na#0. Dann gilt 2)^)(M')
c) Sei R noethersch, R' eine endliche, ganze Erweiterung von R, M' ein endlicher
R!-Modul undn<ôR(M'). Dann ist D^(M') /)g?(M').
Beweis. a) folgt sofort aus QR(M) QR/anaR(M)(M) und (M:a4-ann*(M))Qr(M)
b) Wegen^çiTistNNTK(M') NNT^(M/)ni?,alsoQR{Mr)^QR\Mf).We¬
gen der Ganzheit von Rf ûber R folgt weiter dim(Rla) àim(R' /aRf) fur jedes Idéal a
von R, und wir erhalten ^(M'jçDj^M'). Sei nun m'eM\ ,s'eNNTR,(M') der-
art, dass {m'jst)eDRn)(Mt). Dann gibt es ein Idéal a'^Rf mit dim(R'/a')<n und
a'(mfls')^M'9 also (a'ni?) (m'ls')^M'. Wieder wegen der Ganzheit von R' uber R
ist dim.(R'la') dïm(Rla'nR)<n, und nach Voraussetzung finden wir ein
ae(a'n^)nNNTK(M'). Daraus folgt nun a{m'jsr) m"eM\ also (w//^/) (m7a)
eDf{M').
c) folgt aus b) sofort mit (1.2) f
Im Falle R=M wollen wir angeben:
(2.8) LEMMA. Sei R noethersch und ô{R)>0. Dann ist D(n)(R) genau dann ein
endlicher R-Modul, wenn es in Q (R) eine endliche, ganze Erweiterung R' von R gibt mit
ô(R'la'Rf)^nfùr aile a'eNNT(iÊ').
Beweis. =>". Ist D(n)(R) R' endlich, so ist nach (2.6) und (1.3) a) n< ôR(R')=*
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S(R')9 und nach (2.7) c) und (2.2) e) folgt R' D(£)(R') Din\R'). Die Behaup-
tung ergibt sich daraus mit (2.3) a).
<=" Ist umgekehrt ô(R'la'R')^n fur aile a'eNNT(lt'), so ist Din)(R') R'
((2.3) a)). Andrerseits ist nach (l.3)c)ô(R) S (R') > 0, und nach (2.6) folgt S (R) > n.
Daraus folgt nun mit (2.7) c) D(n) (R)^D(^ (R') D(n)(R') R'.
Als nâchstes wollen wir zeigen, dass jP^***)-1)^*) ein endlicher iÊ*-Modul ist,
falls R ein lokaler Integritâtsbereich ist. Zuvor werden wir jedoch noch einige Begriffe
bereitstellen.
3. Charakterische Moduln
(3.1) DEFINITION. Einen iWVlodul M nennen wir charakterisch ûber R, wenn
fiir aile Maximalideale m von R gilt x(jR/m) lReannR(M)yjNNTR(Af). (Dabei sei
x(k) die Charakteristik des Kôrpers k.) Ist R iiber sich selbst charakterisch, so nennen
wir R charakterisch.
(3.2) LEMMA. Sei M ein charakterischer R-Modul. Dann gilt:
a) Ist N ein R-Modul mit an% (M) c ann* (N) und NNTjj (M) s NNT* (N), so ist
auch N ùber R charakterisch.
b) M ist charakterisch ùber R/sinnR(M).
c) Ist Re eine R-flache R-Algebra, so ist M®R R! ùber R! charakterisch.
d) Ist tfeNNTfl(M) und aeNNTR(Mlx(Rlm) M) fur aile Maximalideale m von
R, so ist MjaM ùber R charakterisch.
Beweis. a) und b) sind trivial.
c) Sei m' ein Maximalideal von R',p=x(R'i,')- Ist/?=O, so ist nichts zu zeigen.
Ist p^O, so wâhlen wir ein Maximalideal m von jR mit m'nR^m. Dann gilt
plR,Gm', also plRem, und es folgt p xW^)- Daraus ergibt sich plRea,nnR(M)
uNNTjj(Af), also, wegen der jR-Flachheit von R\ ^l^.eann^^M^^ R')uNNrR>
x(M®RR').
d) Ist a Einheit, so ist M\aM (0), und wir sind fertig. Andernfalls wâhlen wir ein
Maximalideal m von R. Ist ,s=x(i?/m) l^eann^ (M), sind wir fertig. Ist dies nicht der
Fall, so gilt ^eNNTR(M). Dann folgt aus aeNNTR(M/sM) aber, dass seNNT*
x (M/aM).
Ueber charakterische Ringe sei noch angefiihrt
(3.3) LEMMA. a) Jeder Integritâtsbereich ist charakterisch.
b) Ist R^R' und gilt fur ail Idéale a^Rvon R aR'^R' und ist weiter R' charak¬
terisch, so ist es auch R.
c) Ist R charakterisch und R' eine torsionsfreie R-Algebra, so ist R' charakterisch.
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d) Ist (R, m) lokal, komplett und charakterisch, so gibt es in R einen lokalen,
kompletten und regulàren Ring S, ùber dem R endlich und ganz ist.
Beweis. a) ist trivial.
b) Sei m ein Maximalideal von R und m' eines von R' mit mR'^xn'. Dann ist
m=m'ni?, also x(R'lm')=x Wm), und es folgt xWm) lRe(0)uNNT(R).
c) beweist sich âhnlich wie (3.2) c).
d) Nach dem Struktursatz von Cohen gibt es in R einen kompletten, lokalen Ring /
mit dem Maximalideal #(i?/m) /derart, dass R=I[[xu..., jcJ], wo xl9..., xr m erzeu-
gen. Da %(Rjvx) li? ae(0)uNNT(^)5 finden wir ein vollstândiges Parametersystem
Ji> > y à von -R derart, dass a=yu falls a^O. Dann ist S=/[[.h,..., ydj] ein lokaler,
kompletter Ring mit dem Maximalideal n £ j,5. Weil ^i, Jd ein vollstândiges
Parametersystem bilden, ist offenbar i?/ni? ein endlicher S-Modul. Nach [2, (30.6)]
ist dann auch R ein endlicher S-Modul, und somit endlich und ganz ùber S. Daraus
folgt insbesondere diin(S) dim(i£) d. Also ist S regulâr.
Bemerkung. Der Beweis von (3.3) d) ist eine fast wôrtliche Verallgemeinerung des
Beweises von [2, (31.6)].
4. Z>-£ndlichkeit
Wir interessieren uns nun dafûr, wann D{^{M) fur môglichst viele n ein endlicher
JR-Modul ist. Nach (2.6) ist dies fur ôR(M)>0 genau dann der Fall, wenn /)<£*<*>-"
x (M) endlich ist. Deshalb definieren wir:
(4.1) DEFINITION. Sei R noethersch, M ein endlicher i*-Modul. Ist ôR(M)>0
so setzen wir Dr(M) Drôr(M)~1)(M). Fur DR(R) schreiben wir D(R). Wir nennen
MZ>-endlich uber R, falls ôR(M) 0, oder falls ôR(M)>0 und DR(M) ein endlicher
/£-Modul ist. Ist R iiber sich selbst Z)-endlich, so nennen wir R kurz D-endlich.
(4.2) LEMMA. Sei R noethersch und M ein endlicher R-Modul. Dann gilt:
a) N^M, NNT* (N) NNT* (M) und M D-endlich => N D-endlich.
b) ÔR (M) < 1 =>M D-endlich ùber R.
c) M D-endlich ùber R=>M D-endlich ùber jR/ann^M).
d) Ist Rr eine endliche, ganze Erweiterung von R, so folgt: R' D-endlich ùber R=>R'
D-endlich ùber sich selbst.
e) Ist ô (R) > 0, so ist R genau dann D-endlich, wenn es in Q (R) eine endliche, ganze
Erweiterung Rr von R gibt, fur welche ô(R'la'R')>ô(R')~l,fùr aile a'eNNT(Jl').
f) Ist R'^Q(R) eine endliche, ganze Erweiterung von R, so ist R' genau dann
D-endlich, wenn R es ist.
g) Ist R halblokal und M® R* D-endlich, so ist D^^'^iM) ein endlicher
R-Modul.
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Beweis. a) folgt aus àR{M)=ôR{N)9 b) aus DR0){M) M9 und
c) ergibt sich aus (2.7) a).
d) Nach (1.3) a) ist ÔR(R') Ô(R'). Nach (2.7) c) folgt das Gewiinschte.
e) ist klar aus (2.8).
f) =»". Nach (1.3) ist ô(R)=ô(R') ôR(Rf% und aus (4.2) b) und e) folgt
aus der D-Endlichkeit von R' jene von R. <=". Ist <5(i*)<l, so folgt die D-
Endlichkeit von R' mit (4.2) b). Ist ô(R)>0, so ist D(R)=[J (R:a)Q(R) ein end-
licher i£-Modul, wo a die Idéale von R mit dim(Rla)<ô(R) 1 durchlâuft. Andrer-
seits finden wir ein seNNT(R) mit sR'^R, und es folgt sDR(R')=s{J(R':a)Q{R)
U s(R':a)Q(R)= U (sR':a)QiR)^ \J (R:a)Q(R)9 und es ist DR(R') D(R') ein end-
licher i£-Modul.
g) Sei 3= {a^R Idéal | dim(R/a)<ô*(M)-1}. Unter Beachtung von dim(i*/a)
dïm(R*laR*) folgt dann D=DT^-1)(M)^Ua^(M®RR*:aR*)QR(M^RR.)
ç/)(i**), und DR* ist ein endlicher i**-Untermodul von QR (M®R R*). Somit gibt
es ein .seNNTK(M) mit sD^(M®R R*)nQR(M) M9 wobei die Gleichheit aus der
Treuflachheit von R* ûber R folgt.
(4.3) LEMMA. Sind Rt9...9 Rn noethersch und D-endlich, so ist es auch R1x~
xRn.
Beweis. Sofort aus ô(R1 x xRn)=minô(Ri) und der^ x x Rn) dcr(R1)
x x der(i?n) mit (4.2) a) und d).
(4.4) LEMMA. Sei R noethersch und M ein endlicher R-Modul. Sei N ein Unter-
modul von M mit NNTK (M) s NNT* (M/N) und seien N und MjN D-endlich ùber R.
Dann ist M D-endlich.
Beweis. Sei S=NNT* (M). Nach (4.2) a) kônnen wir annehmen ôR (M)>0. Nach
(1.2) e) folgt nun, dass ôR(N), ôR(MIN)^ôR(M)>09 und daraus sehen wir, dass
DR(N)~DRdR(N)-ï\N)undDR(MIN)=DR5R(M/N)-i) endliche i*-Modulnsind. Nach
(2.2) c) sind dann erst recht D^^'^iN) und D^^'^iM/N) endliche i*-Mo-
duln. Wir finden also Elemente s, te S derart, dass s(N:a)Ns^N9 f(M/JV:a)(MWs
^M/N9 also t(M:a)Ms£M+Nsfûr aile Idéale a^R mit dim(Rla)<ôR(M)-l. Ist
nun xeDR(M)9 so finden wir ein Idéal a mit dim(jR/a)<<5i{(Af) 1 derart, dass
xe(M:a)Ms9 und es folgt tx=m+(nlu) mit geeigneten meM9 neN und ueS. Weiter
gilt a(nlu)=a(tx-m)^atx+am^MnNs. Wegen S^NNTR(M/N) ist aber
MnNs=N.So folgt schliesslich stx=sm+s(nlu)eM9 und wir sehen dass st DR(M)
(4.5) Ist R noethersch, M ein endlicher R-Modul und Rja D-endlich fur aile
Idéale a von R mit annR(M)^a und NNTjR(M)cNNTJR(JR/a), so ist M ùber R
D-endlich.
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Beweis. Sei wieder 5=NNTR(M). Wir beweisen den Satz durch Induktion nach
der minimalen Lange h (M) aller i*-Erzeugendensysteme von M. Ist h (M)= 1, so ist
die Behauptung wegen M~R/a,nn(R) richtig.
Sei also der Satz richtig fur aile iWVIoduln N mit h(N)^n und sei M=N+mR,
¦W=E"=i to*i' Ist ci ein Idéal von R mit annR(7V)ç=a und NNTR(N)^NNTR(Rla),
so folgt ann^(M)ça und NNT2?(M)çNNT^(i?/a); nach Voraussetzung ist also R/a
D-endlich. Nach Induktionsvoraussetzung ist somit N D-endlich ùber R.
Sei nun a &nnR(M/N). Nun finden wir bekanntlich ein seS derart, dass
NNTR(RI(a:s)R)^S. Setzen wir M N+smR, so folgt annR(AÏ/N) (N:smR)R
(d'.s)R b^SLnnR(M)9 und nach Voraussetzung ist R/b, also auch Û/N, D-endlich
ùber R. Nach (4.4) ist dann fit ùber R D-endlich. Wegen NNTR(5M) NNTR(i\ï),
sM^M folgt daraus mit (4.2) a) die Behauptung.
(4.6) KOROLLAR. Ist R ein D-endlicher, noetherscher Integritâtsbereich, so ist
jeder endliche, torsionfreie R-Modul ùber R D-endlich. Insbesondere ist jeder endliche,
torsionsfreie Modul ùber einem îokalen, regulàren Ring D-endlich.
Beweis. Wegen NT* (M) (0) ist nach (4.5) die D-Endlichkeit von R fur jene von
M hinreichend. Ist R regulâr und lokal, so gilt bekanntlich ô(R/aR) ô(R)--l
dim(i*)-l fur aile aei*-(0), und nach (2.2) a) ist R D-endlich.
(4.7) SATZ. Ist (R, m) lokal und komplett, und ist M ein endlicher, charakterischer
RrModul, so ist M ùber R D-endlich.
Beweis. O.B.d.A. kônnen wir annehmen <5^(M)>0. Sei a ein Idéal von R mit
annK(M)<=ct und NNTR(M)^NNTR(R/a). Nach (4.5) haben wir die D-endlichkeit
von R/a nachzuweisen. Da R/a nach (3.2) charakterisch ist, heisst das, dass wir M=R
annehmen dùrfen. Nach (3.3) d) finden wir einen Iokalen, regulàren, kompletten Ring
5, ùber dem R eine endliche, ganze Erweiterung ist. Nach (4.2) d) genùgt es demnach,
die D-Endlichkeit von R ùber S nachzuweisen. Dies soll durch vollstândige Induktion
nach A (R) geschehen.
Ist A OR)=0, so ist fur aile peAss(R) dim(i?/p) dim(iÊ) dim(S), und weil R
ganz und S ein Integritâtsbereich ist, folgt p n S (0). Somit ist NTS (R) Sn NT (R)
Sn\J Ass(i*) (0), also R ùber S torsionfrei, mithin nach (4.6) D-endlich.
Sei nun A (R)>0. Nach (4.5) haben wir zu zeigen, dass S=S/b D-endlich ist fur
jedes Idéal b von S mit NNTS (i?)gNNTs(S). Ist b (0), also S= S, so folgt dies aus
(4.6). Sei also b#(0). Dann folgt dim(^)<dim(5). Wegen NNTs(i?)cNNTs(1?)
folgt mit (1.3) aber auch Ô(S)=ÔS(S)>ÔS(R) Ô(R), und wir erhalten A(S)=
dim (S)
-
ô (S) < dim (S
-
ô (R)=dim (R) -ô(R)=A (R). Sei nun n das Maximal-
idéal von S. Dann gilt n=Snrrt, also xW^-xiS/n). Daraus entnimmt man
x(S/n) ls=%(i?/m) lse(0)uNNT5(£), also dass S charakterisch ist. Nach Induk¬
tionsvoraussetzung folgt nun die D-Endlichkeit von *?.
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(4.8) KOROLLAR. Sei R lokal und M ein endlicher, charakterischer R-Modul
Dann sind ^t{M)~1)(M®R R*) und ^fR{m~X){M) endlich.
Beweis. Sofort aus (3.2) c) (4.7), (2.5) und (4.2) g).
Nun wollen wir das Bewiesene auf lokale Integritâtsbereiche anwenden. Dazu set-
zen wirR(i?)={peSpec(R) \ A*(Rlp)>A*(R)},Ç(R)={peSpec(R) | 3aeNNT(i?)
xmit peAssR(R/aR)}, wo R ein halblokaler Ring ist.
(4.9) KOROLLAR. Sei R ein lokaler Integritàtsbereich. Dann gibt es nur endlich
viele pe£>(R) mit (5*(jR/p)<<5*(i*)-l. Insbesondere ist also R(R)nQ(R) endlich,
und es gibt in Si(R) nur endlich viele p vont Rang 1. Ist ô*(R)>0, so gibt es in Q(R)
eine endliche ganze Erweiterung Rr von R, fur welche ô(R'/a'R')^ô*(R')l fur
allea'eR'-(0).
Beweis. Man wende (4.8) an, unter Beachtung von AssR*(R*/aR*) [J AssR*
x (R*/pR*) (peAssR(R/aR)) und R*/aR* (R/aR)*.
5. Quasi-M-Folgen
(5.1) DEFINITION. Sei Mein JR-Modulundxl9...9 xreR. (xl9..., xr)heisseeine
Quasi-M-Folge (beziiglich R) genau dann wenn:
1) x1eNNTjR(M).
2) Falls r>\ ein jR-Untermodul N von QR(M) derart existiert, dass M^N, mit
einem geeigneten seNN!^(M) gilt sN^M, und weiter (x2,..., xr) eine Quasi-N/x^-
Folge ist.
Insbesondere ist zu beachten, dass man im Fall, wo R noethersch und M endlich
ist iiber R, einfach verlangen kann, dass H^N^QR(M) und N endlich erzeugt ist.
Setzt man in (5.1) N=M, so erhâlt man den Begriff der M-Folge (s. [1, pg. 99 ff.]).
Insbesondere gilt also:
(5.2) LEMMA. Jede M-Folge ist auch Quasi-M-Folge.
(5.3) LEMMA. Sei M ein R-Modul und xi9..., xr eine Quasi-M-Folge bezùglich R.
Dann gilt:
a) Ist A eineflache R-Algebra und xt das kanonische Bild von xt in R, so ist xi9 xr
eine Quasi-M®R Ê-Folge bezùglich Ê.
b) Ist R noethersch und M endlich erzeugt ùberR, undliegen weiter aile xt in Rad (R),
sofolgtr^ôR(M).
c) Ist R ùberdies halblokal, sofolgt sogar r^ôR(M).
d) Ist R insbesondere lokal, sofolgt depthK(M)<<5^(M).
Beweis. a) Wegen der Flachheit von A ist xfeNNT^(M®u A). Sei nun N und s
wie in (5.1) gewâhlt. Dann folgt aus der Flachheit von A, dass M®R A^N®R A
A), s(N®R A)^M®R A9 iîeNNT^(M®R A). Nach Induktion kônnen
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wir schliesslich annehmen, es sei (x2,..., xr)eine Quasi-(A7x!)®RÂ-, also eine Quasi-
(N®R R/^N®RJ?)-Folge.
b) Fur r= 1 folgt die Behauptung sofort mit (1.2). Sei/also r> 1 und N wie oben
gewâhlt.NachInduktionistdannôR(NjxxN)^r-1,undnach(1.2) d)folgtôR(N)^r,
waraus mit (1.2) e) das Gewûnschte folgt.
c) Nach (5.3) a) ist xu..., xr eine Quasi-M®^ i?*-Folge beziiglich R*, und die
Behauptung folgt mit (5.3) b).
d) folgt sofort aus (5.2) und (5.3) c).
(5.3) c) besagt, dass SR(M) im Fall, wo (R, m) lokal ist, mindestens gleich dem
Maximum der Lângen aller Quasi-M-Folgen aus m ist. Als nâchstes wollen wir zeigen,
dass sogar die Gleichheit gilt, falls M iiber R charakterisch ist. Wir zeigen sogar noch
mehr, nâmlich:
(5.4) SATZ. Sei (R, m) lokal, M ein endlicher, charakterischer R-Modul mit
ÔRt(M) ô und sei a ein Idéal von R mit dim(Rla) d. Dann finden wir xu...f xô-dea
derart, dass (x1,...,xô_d) eine Quasi-M-Folge bilden.
Beweis. (Induktion nach ô-d) ,,ô-d=0": trivial. ,,ô-d=V\ Wegen d<SR(M)
finden wir nach (1.2) f) ein x1eanNNTR(M).
,,ô-d>l". Nach (4.7), (4.2) g) und (3.2) a) ist D Z)^~1)(M) ein endlicher,
charakterischer jR-Modul. Weiter ist M®R R*^D®R JR*çg^*(M), also, nach
(1.2) e), Sl(D) ô. Sei S=NNT*(M) NNT^(D)). Dann ist, nach (4.8) a),
<P {p* ni* | V*e<$(Rô~P(D<S)R R*)} endlich. Weiter gehôrt, wegen der i?-Flachheit
von #*, jedes pe^3 zu einem AssR(D/aD), wo aeS geeignet gewâhlt ist. Somit ist
Q.= t$vAissR(D)vAssR(Dlx(Rlm)D) endlich, und nach (2.2) ist fur aile peQ
dim(R/p)>ô-l. Deshalb finden wii ein ^ea-IJ Q. Wegen x^[J ^ folgt dann
mit (1.2) d) Sl(Dlx1D) ô"l. Wegen x^[J AssR(Dlx(R/m) D) ist DjxxD nach
(3.2) d) charakterisch ûber R. Somit finden wir nach Induktionsvoraussetzung
x29'"9 xô_dea, die eine Quasi-D/jqD-Folge bilden, und wir sehen, dass (xu..., xô_d)
eine Quasi-M-Folge ist.
(5.5) KOROLLAR. Ist (R, m) lokal und M ein endlicher, charakterischer R-Mo-
dul, so ist ô* (M) gleich dem Maximum der Lângen aller Quasi-M-Folgen mit Elemen-
ten aus m.
Beweis. Sofort aus (5.3) c) und (5.4) mit m û.
(5.6) KOROLLAR. Ist (R, m) lokal, M ein endlicher, charakterischer R-Modul
und peSpec(R), so gilt ô^p(Mp)>ôR(M)-dim(R/p).
Beweis. Nach (5.4) finden wir xl9..., xô*R(M)-dim(R/P)ep, die eine Quasi-M-Folge
bilden bezûglich R. Nach (5.3) a) sind die kanonischen Bilder dieser xt eine Quasi-Mp-
Folge bezûglich Rp9 und mit (5.3) c) folgt die Behauptung.
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(5.7) KOROLLAR. Ist R ein lokaler Integritâtsbereich und peSpec(i?), so gilt
A*(Rp)<A*(R).
6. Lokalitâten
Wir wollen zum Schluss das Résultat (5.7) auf den Fall verallgemeinern, wo an-
stelle von Rp irgendeine jR-Lokalitât R' steht. D.h. es soll angenommen werden
R' Êp9 wo R[al9...9 an~] Ê ein Integritâtsbereich ist und wo p zu Spec(^) gehôrt.
In dieser Situation wollen wir zeigen, dass A*(R')^A*(R). Durch Induktion nach n
und unter Anwendung von (5.7) sieht man leicht, dass man sich auf den Fall be-
schrânken kann, wo Ê R [a] und p ein Maximalideal von Ê ist, das ûber dem Maxi-
malideal m von R liegt.
Ist a transzendent liber R, so finden wir ein monisches Polynom/ei?[a] derart,
dass p mR[a]+fR[a]. Dann ist Ê/fÈ eine endliche, ganze, freie Erweiterung von
R, und nach (1.3) d) ist ô*(ÊlfÈ)=ô*(R). Andrerseits ist R'jfR' eine Lokalisierung
von Ê/fÊ nach einem Maximalideal, und nach (1.4) a) folgt ô* (R'lfR')^ô* (R). Mit
(1.2) d) ergibt sich nun ô*(R')^ô* (R)+l9 woraus, wegen dim(R') dim(R)+1, das
Gewûnschte folgt.
Sei nun a ùber algebraisch. Dann genùgt es zu zeigen, dass ô*(R')>S*(R). Ist a
zunâchst ganz iiber R, so folgt dies sofort aus (1.3) d) und (1.4) a). Ist a nicht ganz, so
ist es klar, dass wir ein seR (0) derart finden, dass sa ûber R ganz ist. Nach dem oben
Bemerkten gilt dann ô* (R")> ô* (R), wo R" R[sd]p9 p R[as]np. Weil aber
ae Q (R") heisst das, dass wir annehmen kônnen, es sei ae Q (R). Wir beweisen nun das
Gewûnschte durch Induktion nach Ô*(R'). Fur ô*(R')=0 folgt ô*(R)=0 aus der
Tatsache, dass dann m (0). Sei also S* (R')>0. Dann ist, nach dem soeben Bemerk¬
ten, <5* (i?)>0, und nach (4.9) finden wir in Q (R) eine endliche, ganze Erweiterung D
von R mit S(D/dD)^ô*(D)-l, fur aile deD-(0). Mit (1.3) d) und (1.4) a) sieht
man nun leicht, dass man anstelle von R irgendeine Lokalisierung von D nach einem
Maximalideal wâhlen kann. D.h. wir kônnen schliesslich annehmen, es gelte
ô(R/sR)^ô*(R)-l fur aile seR-(0). Sei nun Zeine Unbestimmte. Dann kônnen
wir schreiben È=R [^]/q, wo q e Spec (R [Z] minimaler Primdivisor eines geeigneten
Polynoms/ei? [X] (0) ist. Weiter finden wir ein Maximalideal n von R \_X~] derart,
dass n/q p und nnR=m.
Ist nun ô* (R)>1, so ist, nach unserer Annahme ûber R9 die Tiefe depth(i?) von
R>19 also folgt depth(i?[JT]n)>2. Daraus folgt depth(JR[Z]n//i^[Ar]n)>l, und
nach (5.2) d) und (1.4) b) ist Ô*(R')>1. Insbesondere ist damit der Fall ô*(R')=l
behandelt. Sei also ô*(R')> 1. Dann finden wir eine endliche, ganze Erweiterung R"
von R in Q(R) derart, dass ô(R"la"R")^ô*(R'f)-l fur aile a"eir-(0). Sei m' das
Maximalideal von R' und S=R' m'. Dann finden wir ein ueR (0) derart, dass
Â^R II lu] und iT £ R [l/w]s, also R" [1/w] R [l/w]s. Nun betrachten wir die Menge
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| u$p"9 ô*(R"lp")<ô*(R")}. Dièse Menge ist offenbar unendlich,
denn ist r " e Rad (R") n NNT** {R"juR°) beliebig gewâhlt, so folgt, wegen ô* (Rn/r "R")
< ô* (R")9 mit (1.4) b) sofort, dass ein p"e AssK» (R"/r"R") zu ty" gehôrt. Sei nun p'e^" ;
dann ist p p" n Rï (0), 3bep
-
(0) und nach [2, (12.6)] ist p"e Ass*» (R"lbR"). Wegen
u$p" und Snp" 0 folgt schliesslich, dass p"/?" [1/m] ç Ass(i? [l/u]s/bR [l/w]5). Dar-
aus folgt, dass p p"R"[l/u]nReAssR(RlbR)9 mithin, dass peS(iÊ). Da nun nach
(4.9) die Menge der peQ(R) mit ô*(Rlp)<S*(R)-l endlich ist, folgt aus der Un-
endlichkeit von ^3" leicht, dass es in ^5" ein p" derart gibt, dass ô*(Rlp)^ô*(R) 1,
wo p p" n R gesetzt ist. Setzen wir schliesslich p' p" nR, so folgt nach Induktions-
voraussetzung, dass ô* (R/p)^ ô* (R'/p'). So erhalten wir schliesslich mit (1.3) d) dass
ô*(R)l ^ô*(Rlp)^ô*(R'lp')=ô*(R"lp")^ô*(R")l ô*(R')li und daraus
folgt das Gewûnschte.
Somit ist gezeigt:
(6.1) SATZ. Ist R ein lokaler Integritâtsbereich und R' eine R-Lokalitât, so ist
A*(R')^A*(R).
Insbesondere folgt nun auch:
(6.2) KOROLLAR. Sei R halblokal, ae Q (R), Ê R [a], mt,..., mn endlich viele
Maximalideale von Ê derart, dass m^R ein Maximalideal von R ist fur /= 1,..., n,
und sei S=Ê- {J fît,.. Dann gilt ô* (Âs)^ô* (R).
Beweis. Nach (1.4) ist sofort klar, dass wir uns auf den Fall beschrânken kônnen,
wo (R, m) lokal und n \ ist. Sei nt1 Tn, &û R'. Nach (1.4) finden wir ein
p
'
e Ass (R') derart, dass ô* (Rf) ô* (R'/p'). Es gibt somit ein p e Ass (Ê) mit p ' pR\
pçm. Setzen wir pni?=p so folgt, wegen aeQ(R\ und weil nun deshalb insbeson¬
dere auch peAss(iÊ), dass Ê/p eine einfache Erweiterung von R/p in Q(R/p) ist, und
dass m/pni?/p m/p. Nach dem zu (6.1) Bewiesenen ist somit <5* (i?/p)< (5* (jR'/p')-
Da, nach (1.4), S*(R)^ô*(R/p), sind wir fertig.
Bemerkung: Die vorliegende Arbeit enthâlt die wichtigsten Resultate der Disserta¬
tion des Verfassers, welche in den Jahren 1972-73 untei der Anleitung von Herrn Prof.
Habicht in Basel entstanden ist, dem an dieser Stelle fur seine Unterstutzung gedankt sei.
Die Resultate (4.8) und (4.9) wurden im Fall A*(R) 0, M=R, mit anderen
Methoden auch von L. J. Ratliff jr. gefunden. (s. [4])
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